MPSI1 Lycée Fabert 2024-2025

CORRIGE DU DS N°11 DU 04/06/2025

Correction.

1.

2.

Les fonctions Arctan (fonction usuelle) et x + z (fonction polynomiale) sont continues sur R. La fonction
2 — x ne s'annulant qu’en 0, cela assure comme quotient de fonctions continues dont le dénominateur ne
s’annule pas que f est continue sur R*.

Reste la continuité en 0. Mais pour = # 0,on a:

f(2) = Arctan(z) _ Arctan(z) — Arctan(0)

z z—0

qui tend donc vers Arctan’(0) = 1 quand « tend vers 0. Ceci assure la continuité de f en 0.
Donc f est continue sur R.
De plus, pour z # 0, par imparité de Arctan et de z +— z,0na:

_ Arctan(—z)  —Arctan(x)
B —x B —x

f(==) = f(x)

ce qui assure que f est paire (la valeur en 0 n’ayant pas d’importance pour une fonction paire, on ne s’y est
pas intéressé).

(a) On a le développement de Arctan en 0 suivant (par exemple en primitivant terme a terme celui de
1

a2 )¢ )
Arctan(z) = @~ = +o(s")
retan(z) = @ — = +o(z
et par quotient :
Arctan(z) x? 2
flz)= TIZOIfEnLO(‘L )

et la formule est valable en 0 comme f(0) = 1.

(b) Par troncature, f admet un DL1(0), donc est dérivable en 0. Le coefficient de degré 1 étant nul, ona:
f'(0) = 0, et la tangente a la courbe de f en 0 a pour équation y = 1.

De plus,ona:
22 5 22
-1 = - %) ~ - <
f(Z) 1 z—0 3 + O(T ) z—0 3 0
donc la courbe de f est sous sa tangente en 0 au voisinage de 0.

(a) Les fonctions Arctan (fonction usuelle) et = — x (fonction polynomiale) sont C! sur R. Comme z + x
ne s’annule qu'en 0, alors f est C! sur R* comme quotient de fonction de classe C! dont le dénominateur
ne s’annule pas. Par dérivée d’'un quotient, ona:

x A At e
Vo € R, f'(x) Arctan’(z)z — Arctan(z) 14 22 retan(z) o _ (1 + x%)Arctan(x)
€T €r) = = =
e 2 22 (1+22)22
(b) Onadéjaque f est dérivable sur R, que f est C! sur R* (avec I'expression ci-dessus de f’ sur R*) et que

£/(0) = 0.1l reste juste a prouver que f’ est continue en 0, c’est-a-dire que :

lim &= (14 2?)Arctan(z) —0
-0 (1+ 22)22

Mais on a le développement limité suivant (par développement usuel et produit) :
(1 + 2?)Arctan(z) o (1+2?) (T + 0(,102)) ot o(z?)

1

et en réinjectant :

Fle) = z — (1+2%)Arctan(z) o(x?) _o(1) (1) - 0.

(1 + :L‘Z).’L'Z 250 2 + O(.’EZ) 2550 1+ 0(1) ziO ° z—0

Ce qui prouve le résultat voulu.
Donc f est bien de classe C! sur R entier.
(c) Onécrit:

# 1 2
(1+2)2 7 2(1+12)2
2t 1
et on procéde par intégration par parties en primitivant ¢ — aror (ce qui donne t — 7(17#))

et en dérivant ¢ — ¢ (ce qui donne ¢ > 1). Les fonctions ¢ > ett — tétant C! sur R,

T (1+2)
I'intégration par parties et licite, et donne :

e g2 1 t 1® . 1T 1 1 T
dt == |- =i (- Arct
/o 1+ ) 2[ 1+t2]0+2 o 1122 2( T+a? rca“‘”)

ce qui est bien la formule voulue, en notant que pour z € R* :

lz—(1+ x?)Arctan(z) 1 (
T2

3 i+ o + Arctan(x)) .

1 2l _
7596]0(?6)7 1+ 22

(d) Ondistingue suivant le signe de z :

+ siz = 0:onadéavuque f'(0) = 0, qui est bien nul;
2

e siz > 0:lafonctiont — m

est positive, continue, et non identiquement sur le segment

[0; z]. Ceci assure que :
TP a0
sy dt
/0(1+t2)2 -

1
et en divisant cette inégalité par — 5.1?2 < 0,0n déduit que pour untel z: f’(z) < 0 (en particulier
! ’ .
f' ne s’annule pas sur RY, ;
* sixz < 0:on pourrait faire le méme raisonnement, mais on peut aussi invoquer que, comme f est
paire, alors f” est impaire, ce qui assure que : f'(z) = —f'(—x) > 0 (et ainsi f’ ne s’annule pas
non plus sur R*).
(e) Finalement, on déduit les variations suivantes de f sur R :

T —00 0 +00
f(z) + 0 -
1
f(@) / \
0 0

ol les limites se calculent directement par quotient (pas de forme indéterminée) en notant que Arctan
tend vers 7 /2 en to0.

(a) Lafonction f est continue sur R .
Sa dérivée est négative sur R, ne s'annulant qu’en 0, f est strictement décroissante sur R.
Ona f(0) =1et Igr}rloof(x) =0.
Par théoréme de la bijection monotone : f réalise une bijection (strictement décroissante) de R dans
10;1].



(b) La continuité de f (donc de g) assure, par théoréme de la bijection monotone, la continuité de g~ 1.
(c) Lafonction f étant C*°, la fonction g I'est également. De plus, la fonction f’ ne s’annule qu’en 0 : ainsi

g~ est C* partout sauf en g(0) = 1.
Et donc g~ ! est C*° sur ]0; 1].

5. Ona les graphes suivants :

6.

1

(a) Poura,b e R,ona:
0<(a—0b)%=a?+b*—2ab

et en ajoutant 2ab & chaque membre on a la premiére inégalité.
Onl'appliqueaa =1etb =1t € R, ce qui donne:

VteR, (1+1t2)>2t
mais, pour t € R,ona:1+ 2> 1 > 0.Et par produit par (1 + t2) > 0, il vient :
VteR, (1+12)2> (1+1t%) > 2t

ce qui donne I'inégalité demandée.
(b) Soit x €]0; +o0]:
i. Avec I'inégalité précédente, on déduit :
t2 2t
Vie[0x], ——= < — =
02l G <573

et en intégrant cette inégalité sur [0; z], il vient :

T 2 T 2
/ < [t
Jo (1 + t2)2 0 2

qui est I'inégalité demandée.

(©

ii. Onreprend I'expression de f’ de la question 3. Pour tout z € R*:

2 (v 2 2 z? 1
@)= —= | ———dt > —=" = —=
(@) xz/o (1+82)2 = 224 2
et comme on a le signe de f/ sur Ry, ona:

0> /@)=~

1
ce qui donne bien | f/(z)| < Sen passant a la valeur absolue.

Le cas z > 0 vient d’étre traité.

1
Le cas x = 0 est immédiat, comme : |f'(0)| =0 < 5

Pour le cas x < 0, on utilise que f’ est impaire :
1
! ! !
x)| =|— —x)| = — < -
1@ =1= )l =1 (@)l <3

€R®.

ce qui prouve le résultat demandé.
Du fait des variations de f, on déduit que f est bornée (étant a valeurs dans ]0; 1]).
On déduit que (u,) est bornée a partir du rang 1 donc bornée.

En tant que suite bornée, la suite (u,,) ne peut tendre vers oo : sa limite, si elle existe, est nécessaire-
ment finie.

Comme pour toutn € Nona:u,1 = f(uy), et que f est continue sur R (et donc a fortiori en la limite
finie de (uy,), sous réserve d’existence), si (u,,) tend vers une limite, celle-ci est finie et est un point fixe
de f.

Considérons p = f —id: z — f(z) — x.

Par combinaison linéaire, ¢ est dérivable sur R, avec: ¢’ : & — f/(z) — 1.

1
Mais on a également || < 5 Et donc:

1 1
zER, —= < fl(z) < =
Vz € R, 2_f(ac)_2
puis :

3, 1
VIER,7§§¢(QU)§7§<O

donc ¢ est strictement décroissante sur R. Elle s’annule donc au plus une fois sur R.
Mais on a également :

SO(%)=f(%)—%=@—¥>Oet<,a(1)=f(1)—1=g—1<0

1
(en utilisant que 2 < 7 < 4). Comme ¢ est continue sur} —;1 [ et strictement décroissante sur cet

V3

1

intervalle, et que 0 € } e(l);¢ <%> {, on déduit par théoréme de la bijection monotone que 0 posséde
1

un unique antécédent par ¢ dans | —; 1|.

V3

1
Et finalement, l'unique point d’annulation ¢ € ] —:1 { de ¢ sur R est I'unique point fixe de f sur R.

V3

8. Comme |f’| < 1/2, par inégalité des accroissements finis :

Va,y € R, /(@) ~ f)] < 5l .

4



10.

11.

Montrons par récurrence sur n € N que :
1 n
Vn €N, fun—f < <§> la— 1|
c’est-a-dire que K’ = 1/2 et b = |a — | conviennent :
« Initialisation : pour n = 0, on a directement :
lug — €] < K%

(c’est méme une égalité);
* Hérédité : soit n € N tel que |u, — ¢| < K"b. Par inégalité des accroissements finis, ona:

[Unt1 =€) = |f(un) = f(O] < Klun — ¢

et par hypothése de récurrence, on a donc :

HR 1
[ni1 — €] < KK™ = K™p

ce qui prouve I'hérédité.
D’ou le résultat par récurrence.
Comme K € [0;1[,alors lim K™ =0.
n—+oo

Et par encadrement,ona: lim wu, = /.
n—-+o00

Et ainsi, peu importe la valeur de g, la suite (u,,) converge vers ¢, 'unique point fixe de f sur R.

. La fonction f étant continue sur l'intervalle R, par théoréme fondamental de I'analyse, elle posséde une

unique primitive qui s’annule en 0.
On a directement 'expression intégrale :
1 [ F(2x) - F
Vo e R*, p(z) = 7/ fpyae = £ = F@)
T Jx

T

La fonction f est C* sur R*, comme quotient de telles fonctions dont le dénominateur de s’annule pas. Par
primitivation, la fonction F est également C* sur R*.

Par composée avec des fonctions affines, et comme combinaison linéaire de fonctions C*, la fonction = +—
F(2z) — F(z) est également C™ sur R*.

Et par quotient par la fonction = +— x, de classe C* ne s’annulant pas sur R*, on déduit que ¢ est bien de
classe C™ sur R*.

Par dérivée de composée, combinaison linéaire, et quotient, ona:

vr R, () - 2FC2) = F@)a — (F(2a) - F(x)

_2fQ@x) - f(z) _ F(2x) - F(x)
T 22
_24@0) - @) pla)

ce qui donne bien 'égalité demandée pour ¢(z) et '(z) dans Iénoncé.
(a) La fonction F' est I'unique primitive de f qui s’annule en 0. Or, on a le développement limité suivant
pour f:

f@) =, 1- % +ola?)

et par primitivation terme a terme d’un développement limité :

3
F(z) = F(0)+z— % +o(a?).
=0

12.

13.

14.

On déduit également :

F(2z) o 2 — §z3 + o(z?)

et finalement : 7
T — 515 +o(z?) 7, )
w(z)zjof=l—§z +o(z%)
et la méme formule est valable en 0 car ¢(0) = 1.

(b) En particulier » admet donc le DLO suivant en 0 : () = 1+ o(1). Donc est continue en 0.
T

(c) Le méme raisonnement qu’a la question 2)b) assure que que : ¢ est dérivable en 0, avec ¢/(0) = 0, sa
tangente en 0 est d’équation y = 1, et la courbe de ¢ est sous sa tangente au voisinage de 0.

La fonction ¢ est dérivable sur R, et pour tout z € Rona:
229 (x) + xp(z) = 22f(2x) — xf(x) = Arctan(2z) — Arctan(z)

donc ¢ est bien solution de (E) sur R.

Comme ¢ est solution de (E), on posséde déja une solution particuliére (sur R ou sur R* ). Reste a résoudre
I’équation homogene :
(Eo) : 2%y + zy = 0.

dont les solutions sur R* et R* forment respectivement les ensembles :

o RT — R o R* — R
Sy = . A |XER et ST = RN % neRS.
x

Et ainsi par théoréme de structure, les solutions de (E) sur RY et sur R* forment respectivement les en-

sembles :
Ry — R R* — R
Sy = A |AeR etS_ = neRS.

z = o)+ = T = 99(«75)+ﬁ
z x
On cherche a recoller les solutions sur R* et R* pour former des solutions sur R. Mais pour A, s € Rona:

A +oo si A>0 —oo si u>0
lim+7 = 0 si A=0 et limiﬁ = 0 si pu=0
e0T T —o0 si A<0 T +oo si pu<0

et donc le seul recollement continu possible est .
Comme on a vu que ¢ est solution de (E) sur R, cela conclut que c’est 'unique solution de (E) sur R.



