MPSI1 Lycée Fabert 2024-2025 L. Dietrich

CORRECTION DU TD 15 : ESPACES VECTORIELS

Exercice 1

7. N'est pas un s.e.v. de R? car ne contient pas (0, 0).
8. N’est pas un s.e.v. de R[X] car ne contient pas Og[x].
9. Cestbienuns.e.v.de C' (R,R):
« FcC'(R,R).
« Lafonction nulle f: x - 0 est bien C! et vérifie bien £(0) + f(1) = f/(0) car0 + 0 = 0.
* Soit f et g dans F et A, u dans R. Alors Af + ug est C' comme combinaison linéaire de telles
fonctions et

(Af+pug) (0)+(Af + pg) (1) = A(f(0) + f(1)+u (8(0) + (1)) = Af"(0)+ug’ (1) = (Af + ug) (1)

donc Af + ug € F.
10. Ce n’est pas un s.e.v. de C' (R, R) car il ne contient pas x > 0.

11. Cestbienuns.e.v.de C!' (R,R):
« FcC'(R,R).
« Lafonction nulle f: x + 0 est bien C' et vérifie bien f(1) = 0 car 0 = 0.
* Soit f et g dans F et A, u dans R. Alors Af + ug est C' comme combinaison linéaire de telles
fonctions et
(Af +pg)(1) =Af(1) + pug(1) =20+ u0 =0
donc Af + ug € F.

12. Cestbienuns.e.v.de R :
+ Il est inclus dans R*,
+ Lasuite nulle (0),,¢;y tend bien vers 0.
* Siu et v sont deux suites réelle qui tendent vers 0 et A, u deux réels alors par linéarité de la limite
Au + uv tend aussi vers 0.

Exercice 2

1. Non car toute combinaison linéaire de (2, 3,0) et (3,2, 0) a un 0 en troisiéme coordonnée.

2. Onpeut poser un systéme linéaire en regardant les coefficients de A- (8X® — 5X? + 1)+u-(X* + 7X — 2) +
mais on peut aussi remarquer que pour combiner ces deux vecteurs en 16X3 — 7X? + 21X — 4, il est
nécéssaire que A = 8 (cf. le terme de degré 3) et u = 3 (c.f. le terme de degré 1). Ainsi on calcule

2~(8X3—5X2+1)+3-(X2+7X—2):16X3—7X2+21X—4

et la réponse est oui.

3. Oui par la formule de linéarisation

1+ cos (2x)

Vx € R, cos?(x) = 5
donc

1 1
COS2:5-(x}—>1)+5'(XF—>COS(2)C))



4, Non. Supposons par 'absurde qu’il existe A et u des réels tels que Vx € R, sin (2x) = Asin(x) +
p cos(x). L’évaluation en 0 donne u = 0, donc Vx € R, sin(2x) = Asin(x). L’évalution en Z donne
alors A = 0 doncil reste Vx € R, sin(2x) = 0 ce qui est bien sir impossible, par exemple pour x = 7.

Exercice 3

1. Par caractérisation :
« Il est inclus dans R¥.
+ La fonction nulle est bien T-périodique.
* Si f et g sont T-périodiques et A, u sont des réels alors

Vx eR, (Af +ug) (x+T)=Af (x+T) +ug (x+T) = Af (x) + ug(x) = (Af + pug) (x)

donc Af + ug est T-périodique.
2. Celui des fonctions croissantes : non car par exemple il contient exp mais pas — exp. Celui des fonc-
tions monotones : non car par exemple x — x et x — e* en font partie mais la combinaison linéaire
X — x —e* n’est pas montone.
Celui des sommes d’une fonction croissante et d'une fonction décroissante oui car :
+ Clest un sous-ensemble de R®
¢ Opr = Ogr + Ogr est bien la somme d’une fonction croissante et d'une fonction décroissante.
« Si f = f1 + fo avec fi croissante et fo décroissante et de méme pour g = g1 + g2 et A, u sont réels
alors
Af +pug = Afi + Afp + pgi + pug2

et selon le signe de A et p on peut regrouper d’un coté des fonctions croissantes et de I'autre des
fonctions décroissantes (il y a quatre cas), dans tous les cas 1f + ug reste somme d’une fonction
croissante et d’'une fonction décroissante.

3. Fonctions majorées : non, par exemple x — — exp(x) est majorée mais son opposé ne l'est pas. Celui
des fonctions bornées, oui car
« C’est un sous-ensemble de RF
+ la fonction nulle est bien bornée
* si f et g sont bornées, disons par M; et Mo, et A, u sont réels alors A f + ug est bornée car

|Af + pgl < A Lf]+ |ul gl < [A] My + |u| Mo

Exercice 7

Notons pour tout k € N, uy : x — cos(kx) et v : x — cos(x)¥. Il s’agit de montrer que pour tout n € N,
Vect(ug, . ..,u,) = Vect(vg,...,v,)

Comme uy = v et u; = vy le résultat est évident pour n € {0, 1}. L'observation fondamentale de cet exer-
cice est que comme Va, b € R, cos(a) cos(b) = % (cos(a + b) + cos(a — b)), on va pouvoir transformer
les v¢ en des combinaisons de u, pour 0 < € < k et passer d'un espace engendré a 'autre par opérations
élémentaires. Par exemple

Vx € R, cos?(x) = cos(x) cos(x) = % (cos(2x) + cos(0x)) = % (cos(2x) + 1)

donc
1
Vo = 5(”2 + up)



