MPSI1 Lycée Fabert 2023-2024 5. Il nous faut calculer les coordonnées de f4(T*) dans la base 77, pour tout k € [0;7 — 1].
D’apres la formule de Taylor, ona en notant 7T = (X — j),

CORRIGE DU DS N°11 (ALGEBRE) DU 05/06/2024
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Correction. On a alors, pour tout i € [0;7— 1] :
Préliminaire - Calculs "modulo B” oo ) ) ) :
AT' = Z ap T = aoT! + a T + -+ e T 4 ay T + -+ e T"L
1. (a) On effectue la division euclidienne de P par B : il existe un unique couple (Q1, R1) € C[X] X C[X] tel k=0

que P = BQ1 + Ry, ol deg(R;) < deg(B).

De méme, il existe un unique couple (0, Ra) € C[X] x C[X] tel que O = BQs + Ry, olt deg(Ry) < Donc, d’apres la question 2, par linéarité de f4, on obtient, pour touti € [0;n — 1],

deg(B). = _
On obtient alors fa(T") = Z ai fa(T*)
k=0
AP +uQ = A(BQ1 + Ry) + #(BQ2 + Ra) =aog(TY +ar TN + - 4 ap i T Y + @ (T + - + @ (T

= (101 + uQ2) B + (AR + pR2) o ) )
Enfin, d’aprés les questions 1b et 1c, cela donne, pour tout i € [0;n — 1],

De plus, comme deg (AR + uRy) < max (deg(R1); deg(R2)) < deg(B), alors AR} + iR est le reste de

iy _ i, ... . n-1 — U . n-1
la division euclidienne de AP + uQ par B. Autrement dit, Ja(T) = aol" + -+ ania T +0=aol" + -+ api.1T
(AP + 1Q) = AR1 + uRs = A(P) + 1{Q) On en déduit alors la représentation matricielle de f4 dans la base 7~ annoncée.

6. L'endomorphisme f4 est bijectif ssi det(f4) # 0. Or,
(b) SiP € E,alors P=0X B+ P,avecdeg(P) < n-1 < n = deg(B).Par unicité, le quotient et le reste de

la division euclidienne de P par B sont respectivement 0 et P. Autrement dit, det(fa) = ag = (A(B)"
(Py=0 Ainsi, f4 est bijectif ssi A(B) # 0, c’est-a-dire ssi 8 n’est pas racine de A.
(c) » BQ =BQ +0etdeg(0) < deg(B), on en déduit par unicité que (BQ) = 0. Partie II - Cas ou B est scindé a racines simples

» Supposons que (P) = 0. Alors, il existe Q1 € C[X] tel que P = BQ; + 0 = BQ; Donc B divise P.
PP que () & [X]telq Q1 Q1 7. 1l s’agit des polyndmes interpolateurs de Lagrange. On peut montrer leur existence a I’aide de I'isomorphisme

2. » Montrons que f4 est bien définie. Soit P € E. Effectuons la division euclidienne de AP par B; comme
deg(B) = n, le degré du reste sera strictement inférieur a n; autrement dit, ¢ Ru1[X] — R™
' P = (P(B1),...,P(Bn))
fa(P)=(AP) € C,a[X] =E
1l est linéaire par linéarité des évaluations, injectif car un polynéme dans le noyau aura alors n racines, et

On a bien montré que f, est bien définie de E dans E. étant de degré inférieur a n — 1, il sera nul, et enfin par égalité des dimensions finies de part et d’autre c’est
» Montrons que f, est linéaire. alors un isomorphisme.
Soit P,Q € E.Soit A, u € C.Ona Les L; sont alors définis pour tout i € [1; 1] par L; = ¢~ (e;).
On peut aussi les expliciter : posons, pour touti € [1; 7],
(A (AP + pQ)) = (AAP + nAQ)
o X - Bk

En appliquant le résultat de la question 1a, on en déduit que ! cel o] Bi - Bk

€[ 1;n

ki

JA(AP +pQ) = (A (AP + nQ)) = A(AP) + u(AQ) = Afa(P) + ufa(Q)
On a bien, pour tout i € [1; n] et pour tout m € [ 1;n]\{i},

ﬁm_ﬁk :ﬁm_ﬁm ﬁm_ﬁk _

fa est donc bien linéaire. Il s’agit alors d’'un endomorphisme.

Partie I - Cas ol B est du type B = (X - B)" LiGBm) = wsi Bi=Brx  Bi=Bm i Bi—PBr 0
) 1
k#m
3. Elle est libre car étagée en degré, et de cardinal n = dimE. ot
4. Pourtout P € E, pour touta € R py T8 =Bk _
=t p) (g) L) = Vi gi-Br !
P= a (X a)k #i
k=0 :



8.

9.

10.

» SoitAy,...,4, € C, et supposons que 1Ly + - -+ + A,L,, = Og. Pour touti € [1;n], on évalueen g; :
par définition des L;, on obtient :

0+---+0+4;x1+0+---+0=0

Ceci étant valable pour tout i € [1;n]], on a montré que la famille (L1, ..., L,) est libre. Etant de plus
de cardinal n = dim(E), il s’agit d’une base de E.

» Soit P € E.Lafamille (Ly,..., L,) étant une base de E, il existe 41, . .., 4, € C uniques tels que :

P= Zn:/lkLk
k=1

Pour tout i € [1;n]], on évalue Pen g; :

o 1 si i=k
P =Y LB =i o d={ g
= 0 sinon
=0i,k
Ainsi,
n
P=" P(Bo)L
k=1
Les coordonnées de P dans £ sont bien (P(B1), ..., P(8,)) comme annoncé.

Soit i € [1,n]. Ecrivons la division euclidienne de AL; par B : il existe (Q, R) € C[X] x C[X] tel que
AL;=BQ+R etReE

On s’intéresse désormais au polyndme R, puisqu’il s’agit de fa(L;).
Comme L est une base de E, et d’aprés la question précédente, on a

R=R(B1)L1+ -+ R(Bu)Ln,
et donc
(%) AL; = BQ + R(B1)L1+ -+ R(Bn)Ln
On a de plus, en évaluant (%) en §; :
A(Bi) Li(Bi) = (AL:)(B:i) = B(Bi) Q(B:) + R(B:)

—_— —_——
=1 =0

Donc: R(B;) = A(By).

D’autre part, pour k € [1;n]\{i}, 'évaluation de (x) en B donne :

A(Br) Li(Br) = (ALr)(Br) = B(Bx) Q(Br) + R(Br)
2 =
=0 =0
D'od R(By) = 0.
D’oul
fa(Li) = R(B1)L1+--+ R(Bn)Ln = A(B:))L;

» D’apreés la question précédente,

AB) 0 0
0 A 0
Mae (=] L BT
0 e AR

11.

12.

13.

14.

15.

n
> Ainsi, det(f4) = ﬂA(ﬁ,-).
i=1
» On en déduit que f4 est bijectif si et seulement si, pour touti € [1;n], A(B;) # 0, Cest-a-dire ssi A et
B n’ont aucune racine en commun.

n
Soit P € E.D’apreés la question 8,ona P = Z P(Br)Ly. Par linéarité de f4, et par la question 10 précédente,
k=1

on obtient :
n

Fa(P) = D P(Bfa(Li) = )" PBIOABL = ) (AP)(Bi) L
k=1 k=1

=1
Partie III - Application au calcul du déterminant des matrices circulantes

Soit k € [0;n — 1]. On a, d’apres I'astuce fondamentale de I'analyse,
X" = xnxk = (x" - 1)X* + X = BxX* 4+ x*
Ainsi, par linéarité et en utilisant les questions 1b et 1c:
(XY = (BXF) + (x*) = X*
Pour tout k € [0;n — 1], par linéarité de f4, et d’aprés la question précédente,
n-1 )
Fa(x¥) = axky = 3 ci(x ™)
i=0
Dans cette somme, on écrit a part les termes pour lesquels i + k > n, ce qui donne :
Sa(X®) = co(XFy + cr (XY 4w e (X
+Cn i (X" + Cnorn (X 4 (X
= COXk + C1Xk+1 + -+ Cn,k,IX'k1
F Cpok + Cnogear X + -+ - + cp X1

= Cpok + Cpogot X+ ena X 4 o X  + 1 X e X
D’ol I'expression annoncée de la matrice de f4 dans la base canonique de E.

NB: Pour comprendre le mécanisme, on peut regarder fa (1), qui vaut A, puis f4(X), qui décalera toutes les puissances
de 1, et qui fera apparaitre un terme en (X™) = 1, de sorte que ¢,,—1 deviendra le terme constant, etc.

D’apres la question 10, det(fa) = [1i-; A(B;), ot les B; désignent les racines de B. En effet, B = X" — 1

est scindé a racines simples, et ses n racines sont les racines n-iémes de I'unité : pour tout k € [0;n — 1],
2ikm

ﬁk =e n .

Ainsi, comme C représente f, dans la base canonique,

n

det(C) = det(f4) = | | 4 (62’,‘;")

k=1

Partie IV - bijectivité de f4 dans le cas général

(a) Soit P € Ker(f4).Onadonc{(AP) = 0; d’apreés la question 1c, on en déduit que B divise AP. Or A et
B n’ont aucune racine en commun dans C donc ils sont premiers entre eux. Par le lemme de Gauss, B
divise P.



(b) Soit P € E. Supposons de plus P € Ker(f4). Alors B divise P par la question précédente. Or,
deg(P) < n—1 < deg(B)
on en déduit que P = 0. Ceci étant valable pour tout P € E, on a montré que

Ker(fa) ={0g}
fa est donc injective. Comme f4 est un endomorphisme et que E est de dimension finie, on en déduit
que f4 est un automorphisme.
16. (a) Ona
fa(@B) =(A0p) = ((X —a)Q405) = (Q4aB) =0
par la question 1b.

(b) On a trouvé un polyndéme de E (car deg(Qg) < n — 1), non nul (Q g non nul car B # 0), qui appartient
aKer(fa); donc fa n’est pas injective, donc n’est pas bijective.
L'équivalence
fa estbijectif & A et B n’ont aucune racine en commun

est démontrée, car la question 15 a démontré I'implication réciproque, et le travail précédent a montré
I'implication directe par contraposée.

Partie V - déterminant de f, dans le cas général

17. Soit Aj, Ay € C[X].Soit P € E.Ona
fa,4,(P) = (A1A2P)

Effectuons la division euclidienne de Ao P par B : il existe Q2 € C[X] tel que
AP = BQs + (A2P)
Ainsi, par linéarité, et par la question 1c,

fa,4,(P) = (A1A2P) = (A1(BQ2 + (A2P)))
= (A1BQ2) + (A1(A2P))
=0+ (A1(A2P))
= fa, (fa,(P))

Ceci étant valable pour tout P € E, on a montré que fa, a, = fa, © fa,-

18. Noyons Y = (X — a). Déterminons la matrice de fx_, dans la base (Yk)ke[[0 1]

» Décomposons B dans cette base : il existe (des uniques) by, . .., b,—1 tels que
n-1
B= Z brY* +y"
k=0

En effet, le coefficient en Y" de B ne peut valoir que 1 car B est unitaire. On sait en outre que, par la
k
formule de Taylor, le coefficient by vaut B k)!(“) ,pour tout k € [0;n—1].
» Soiti € [0;n—1],0na fx_o(Y) = (Y*1). Ainsi, pour touti € [0;n — 2], ona fx_q(Y?) = Y*!, parla
question 12; et pouri =n—1,0na fx_o = (Y"").

n-1
Or, on avait B = Z beY* +Y", et donc par linéarité,
k=0

n-1 n-1
0=(B)= > bifr*) + (") = 3" byy* + (¥")
k=0 k=0

5

n-1

Dot (Y") = — Z brY*.
k=0

Finalement, la matrice de fx_ dans la base des (Y¥) est :

0 0 -~ 0 =bo
1 - R
0 .

: .0

0 0 1 by

» Calculons le déterminant de cette matrice. On développe par rapport a la premiére ligne :

1 0 - 0
det(fa) = (-1 - (=bo) | = ey
0 o 0 1

Enfin, comme by = B(«), on obtient la formule attendue : det(fx_o) = (-1)"B(a).
19. OnaA = /l]_[(X — ay)™.De plus, pour tout P € E, f1(P) = (AP) = AP, car P € E (donc deg(P) < deg(B)).

k=1
Ainsi, fy = Aldg. Donc par la question 17, on a

Ja=fang_ (x-ame = fao fx-ar© 0 fx-a1 0+ fX-q, "+ © fx-a,

m fois m, fois

= Adg o (fx-a)™ 00 (fx-a,)™
Le déterminant d’'une composée étant le produit des déterminants, on en déduit

det(fa) = " x (det (fx=a1))"" X ... x (det (fx-a,))™"
=" ((-D)"B(ay)™ ... ((-1D)"B(a,))"™ « d’apreés la question précédente

— /ln(_l)n(m1+--»+mr) H B((li)m[
i=1

=2 (=0 [ ] Blan™
i=1

.
Onabienmy +---+m, =mcar A =/ll_[(X — ;)™ et deg(A) = m.
i=1



r

20. En utilisant les égalités 3./_, m; = m et 27:1 nj=n,ona:

q q r nj
[Tasr =[] (a (16 - >)
j=1 j=1 \ =1

ﬁ 7 l_[(ﬁj — o)™

<

j=1 i=1
q r
= [T Je=nmmas - gjymn
j=1i=1
roq
=" (=1)™" (a; = By)™ " « on intervertit les deux produits
i=1 j=1
r q m;
=] [ome (ﬂ(a,» —ﬁj)"f)
i=1 j=1
=B(a;)"
q
i=1
= det(fa)

On a bien montré que det(fa) = ?:1 AB)™.

Partie VI - ’ensemble des f4, ou A € C[X]

21. Soit A1, A9 € C[X]. Soit 21, A2 € C. Soit P € E. En utilisant la question 1a,

22.

D (2141 +A2A2)(P) = fa,4,+2,4, (P) = (1141 + A2A2) P)
= 1{A1P) + 22(A2P)
=L P(A1)(P) + 12D(A2)(P)
= (L1P(A1) + 22P(A2)) (P)

Cette égalité étant vraie pour tout P € E,ona ®(11A; + 1242) = 11 P(A1) + 12P(A2); @ est donc linéaire.
» Soit A € Ker(®).On adonc fy = 0r(g), autrement dit, pour tout P € E, 0 = f4(P) = (AP). Par

la question 1c, on en déduit que, pour tout P € E, B divise AP. Ceci étant en particulier vrai pour
P =1, on en déduit que B divise A. On a montré que Ker(®) est inclus dans I'ensemble des polyndmes
divisibles par B.
Réciproquement, si A est divisible par B : il existe 9 € C[X] tel que A = BQ. On a alors, pour tout
PeE,

@(A)(P) = (AP) = (BQP) =0,
par la question 1c. Ainsi, A € Ker(®). On a montré I'inclusion inverse.
Finalement, Ker(®) est bien I'ensemble des polyndmes divisibles par B.
Soit A € Ker(®) N E. Ainsi, A est de degré m < n—1 < n, et il est divisible par B, qui est de degré n;
A est donc le polynéme nul. On a montré que Ker(®) N E = {0¢(x}-
De plus, soit A € C[X]. Par division euclidienne de A par B, il existe un unique couple (Q, R) € C[X] X
C[X] tel que A = BQ + R, oudeg(R) < deg(B) = n.
D’une part, BQ est un polynéme divisible par B, il est donc dans Ker(®), et d’autre part, R € E car
deg(R) < n—1.Lasomme de ces deux polyndmes valant A, et ce raisonnement étant valable pour tout
A € C[X], on a montré que Ker(®) + E = C[X].
Ainsi, Ker(®) et E sont supplémentaires dans C[ X].

NB: la division euclidienne fournissant également l'unicité, on aurait pu se passer de montrer que Ker(®) N E =

{0},

23. On a montré que Ker(®) @ E = C[X]. Or, par le théoréme de I'isomorphisme, Im(®) est isomorphe a
tout supplémentaire de Ker(®). On en déduit que Im(®) est isomorphe a E, qui est de dimension n. Ainsi,

it =1
D’autre part, dim(£(E)) = dim(£L(E, E)) = dim(E) x dim(E) = n?. Donc,
e sin =1,alors Im(®) c L(E) etily a égalité des dimensions, donc Im(®) = L(E)
e sin > 2,alors n? # n, donc Im(®) # L(E).



