Devoir 1 : devoirana26cor.tex

Partie I — Convergence d’une suite

L. Soit m € N. Alors % € R™, donc la fonction u u™? est continue sur R*. De plus, la fonction

t + (1 —t2) est continue sur [0, 1] & valeurs dans R*. Par composition, la fonction ¢ + (1 — ¢2)™/2

est continue par morceaux ( car continue) sur [0, 1]. ‘[m a bien un sens.‘

Calculons I,,, 11 — I,,, pour tout entier m € N: I,,,1 — I,,, = fol(l — t2)m/2 (\/1 — 2 — 1) dt.
Pour tout ¢t € [0,1], 0 <> < 1 donc 0 < 1 —t? < 1. La fonction racine étant croissante sur RT,

vt e [0,1,V1I—-12<1 et (1—-t)™2>0

Ainsi, la fonction sous l'intégrale est négative, et on integre entre 0 et 1, (0 < 1), donc :

Vm €N, L1 — 1, <0 ;5 (I,)m est décroissante

2. Soit m € N. On va intégrer par parties I,,,o.
On pose wu(t) = (1 —2)™/2+1 alors u/(t) = (2 + 1)(—2t)(1 — *)™?2 = —(m + 2)t(1 — ¢3)™/2,
On pose : v'(t) = 1, v(t) = t.
Les fonction u, v sont de classe C! sur [0, 1]. Par intégration par parties, en utilisant que u(1) = 0
et v(0) =0:

Loes = [u(®)o(8)]} — /0 o (Do)t = | (m + 2) /0 2(1 — 2yt

3. Or > =1—(1—1¢), donc [} t*(1 — 2)™2dt = I, — Lnyo.
On a alors : I,10 = (m + 2)(L,, — Lnt2) . En faisant passer le terme en I, dans le membre de
gauche et en divisant par m + 3, on obtient :

m—+ 2
YmeN, [,0=——I,.
m +2 m13

4 (a)ly = [} (1 —2)'dt = .

(b)Ona: I, = fol V1 —1t2dt. On va effectuer un théoreme de changement de variable.
On pose ¢ : [0, 5] — [0,1], définie par : ¢(u) = sin(u) = t.

'3
De plus, dt = ¢'(u)du = cos(u)du. Par changement de variable :

¢ est de classe C! sur [0, Z], et est a valeurs dans [0, 1].

jus

I = /0 TPt = /O * /1 = sin(u) cos(u)du = /0 " | cos(u)]| cos(as)du = /0 : £ (1kcos(2u))du = | &

5. (a) soit n € N*. u,, # 0 et :

Unt1 _ 2(n + 1) 220+t (2n + 2)!n!n! 1 /n+12(n+1)2n+1) on+1
V n

U, Von 22 (n+ Di(n+1)1(2n)! 4 (n+12 |2yavn+1
La question 3 donne une relation de récurrence, et la question 3 I'initialisation. On va donc prouver
ce résultat par récurrence.




— Initialisation :

— -2 V2 4 _ 2 _
Pour n =1, Iy = £ et 5v3ear =55 =3=la

et \%am = 1 = I, d’ou les deux égalités pour n = 1.

— Hérédité : soit n € N*. On suppose que :

\V2n T

Iyy=——— et: Iy 1=——u,.
7220 + Duy, =t on
Regardons le rang suivant. D’apres la question 3, etlI’hypothese de récurrence :
I _7 C2n4+2. 2n+1) V2n
) T T o 37 T 2043 220+ Du,

Or par (a), (2n + 1)u, = 2y/nv/n + lu,, 1, donce en remplagant :

o 2(n +1)v2y/n | VRvR+d
a2 2(2n + 3)2\/5\/ n + 1un+1 N 2(2n + 3)Un+1

On fait de méme pour le terme en o, 1 :

[ 2n + 1  @2n4Dru,  mE2% Vi 4 Lunyr | TUpg
T 27T T o+ 1)v2n 2(n + 1)vV2y/n 2(n + 1)

— Conclusion de récurrence. On a montré que

2n T
Ve N Iy= = Y2 et L=
72020 + 1un T on

Up,.

6. Soit n € N*. D’apres I'expression précédente, comme u,, > 0, alors I3, > 0.
(on pourrait aussi utiliser I'intégrale d’une fonction continue positive non identiquement nulle).
Comme la suite (I,,),, est décroissante, on a : Iy, < Iy, 1 < I3, .
En divisant 'inégalité par I, > 0, on obtient I'inégalité demandée.

On va remplacer dans I'inégalité précédente par les valeurs trouvées a la question précédente, pour
n > 1, et pour le quotient de droite, par I'égalité de la question 3.
mul2(2n + 1) 2+l

2n - 2n

s 4l _ 1 : :
En divisant par == =1+ 5~ > 0, on obtient :

1<

1
Vn € N*, —— < 27 (u,)* < 1.
1+ 5

7. Par encadrement, lim 27u, = 1.
n——+o0o

1
Or u, > 0, donc |u, = y/u?2 - —— quand n — +o0.
T

V271

En utilisant les expressions de la question 5 :

I \V2n -2 B 1 /=
2n n—-+00 2(2n) - 2 n'




Partie II — Calcul d’une intégrale de Gauss

8. Soit n € N*. Jeposeu:\/iﬁ, doit ¢ : u — /nu = t.
¢ € C([0,1]). Par théoreme de changement de variables,

1

1
J, = / (1 —u®)"Vndu = /nly, ~ =7
0

n—-+4oo 2

la suite (Jn),,em (o) cOnverge sa limite est : */TE

9. Attention ici, on considere ¢t € RT fixé ( un parametre), et on regarde la limite lorsque n — +oc.

Comme n — +o00, a partir d’'un certains rang ng, pour tout n > no,
2

t .
, 0 <t < +/n,donc — < 1 par croissance de u — u? su rR™.
n

Ainsi, 1 — £ >0, et |w,(t) > 0]

De plus, pour tout n > ny,
2

wy,(t) = exp(nln(l — %) = exp(n(—% +0(2)) = exp(—t* + o(1)).

Par continuité de exp est —t2, lirf wy(t) = exp(—t%) = 1(t) |
n—-+0oo

On admet pour la suite I'inégalité suivante :
. 2 2\" e
VneN Vte[0,v/n], 0<e —[1-——] <-—
n
10. Prenons 'inégalité admise sur [0,+/n], et intégrons de 0 a /n :

\/ﬁ 2
0< / (e —wn(t))dt < Y = &
0 n

NG

Chacun des termes ayant une limite en +00, on peut passer des inégalités a la limite :

VT VT

OSQ—TWSO donca:T

2
11. Soit x € R*. Posons : v(z) = fi 6_%% On pose t = v/2t' comme changement de variable affine
dans l'intégrale. Ainsi,

L e,
~ et AR TR

v(x)

t2 _ =z T

2
Comme t — e~ est paire, ¢( \/5) = go(ﬁ) Donc v(z) = ﬁ(’p(ﬁ)

Or on a vu a la question précédente que ¢ avait une limite en +o0o et on a sa valeur : a.
Donc

) T2 odt
lim e 2—=1

z—+oo [_ . N 21 o

Ainsi K existe et vaut 1.

Partie III — Calcul d’une majoration



l—x

12(a) Soit € [0,1]. Alors 1 —2 > 0 et 1+ > 0. On résout par équivalence :
=e

i “20+9() & g(2) = 20 + ln(}_Ti).

1 —
On pose donc g:x|—>2x+ln(1+x).
T

On pose a : x +— %. Effectuons un développement limité a 'ordre 3 en 0 de g pour obtenir la

limite de a en O :
g(z) =2zx+In(l—z)—In(l+x) = 2:v—a:—%—“”—;4—0(:103)—(:10—%24—”—;4—0@3)) = x3(—§~|—0(1)).

) 2
liolx) = 5

Ainsi,

Par composition, x +—

est continue sur [0, 2

, 3}, & valeurs dans ]0, +oof, intervalle sur lequel
T

In est continue.

Par composition et quotient, a est continue sur |0, %] D’apres la question précédente, si on pose
a(0) = —2, la fonction ainsi prolongée est alors continue en 0 , donc sur [0, 3].

a est une fonction continue sur un segment [0, %], elle est donc bornée et atteint ses bornes par
le théoreme des bornes atteintes. Donc :

M € R,V € [0,1], |a(z)] < M.

En multipliant par |23| = 23, pour z €]0, %], et en remarquant que 'inégalité reste vraie pour
x = 0, on obtient :

1
Vo € [07 5]7 ’g(x)‘ < ng

13. Soit n € N\ {0}, et k € [[n+ 1,2n]].
Calculons le produit :

k—n—1 ) 1 k—n—1 n—1 .,
1_ 4 — 7
P B 741;[1 ( TL) y n B nk—n—1 l];II (n Z) y n B o=kt y n B n| y n'
kel ; ko , ket , ko k=l E- | (2n—k)! " k!
(1 + ﬁ) nk—n—1 (n + Z) H J
=1 =1 j=n+1
ag.n (2n)! nln! nln!
D 1 - - >< = = P
P o K-k 2n)! K20 — k)
14. Soit n € N*, et k un entier tel que n +1 < k < 3?" + 1.
k-1
Ainsi, ®=1 € [1,3], et donc pour tout i € [[1,k —n —1]],0 < L < —-1<4
n n

Ainsi, e 0, 5], le domaine de définition de g, et on a :
n

Vie[[l,k—n—1]],0 < n = exp(—2% + g(1)).

T 14i

n

On multiplie membre a membre les inégalités entre nombres positifs, et on obtient :

. . k—n—1 . k—n—1 .

7 ) -2 1 —2 (k—n—1)(k—n) )

P = —2— — = — — —en’ . _
lel exp ( - +g <n>) exp ( ;1 - 1+ g (n)> e 2 exp ( E q (n))

1 a n
Je pose by, = Z g(—). On a alors, d’apres la question précédente, b 2 ebein o=y (k=n=1)(k=n)

=1

k—n—1

—~ "'n nn kK




15.

16.

17.

Majorons by, a 'aide de 'inégalité triangulaire et de la majoration obtenue sur g :

k—n—1 . k—n—1 k n—1

i M ]\/[k—n—14
R S S D e
i1

=1

Partie IV — Vers le théoreme de Moivre-Laplace

V2
NG

2 2
e La loi de Z, est définie par : |P(Z, = £(/’{; —n))=P(X,=k) = < n)pk(l —p)**| pour

X, (22) = [[0,2n]], ainsi Z,(Q2) = {—=(k —n), k € [[0, 2n]]}.

tout k € [[0, 2n]].
e Par linéarité de l'espérance, E(Z,) = ~—(2E(X,) — 2n) = \/%Z(Q *2n % 5 — 2n) = 0]

2
zn)QV(Xn) = 2nx3(1—3) = (1]

e Par propriété sur la variance, V(Z,,) =

_

Soit x €]0, +oo[. Comme S, = v/2n + \/—_ — 400, il existe un rang ny € N, tel que pour tout
n Z Ng, T < 5n
Ainsi, z € [ V2n — f’ V2n + W 2" " o Jkm-- Cette réunion étant disjointe, il existe k, € N,

tel que x € Ji, .
On a alors, par définition de Jy, ,, et de t, , :

2(kn —n) 1 <2(kn—n)+ 1
V2n V2n —  V/2n V2n
_ 1 2(k, —n) 1 . 2(k, —n)
On obtient alors : x — < < x4+ —— Par encadrement : lim ——= ==z
V2n V2n Van n—4o0o  4/2n
2(k,, —
Comme z # 0, on obtient : t,, = M ~ x quand n — 400, d’ou :
V2n
2
k,—mn ~ Ven et ey ~ X
n—-+o0o 2 7 n—4oo
Enfin, en divisant la premiere équivalence par n : — — 1 ~ F — 0 quand n — +o00.
n

Donc lim — —1 = 0. Ainsi, lim @ = 1. On obtient alors :

n—+oo M n—+oo M
k, ~ n.
n—-+00
_ V2n 5, 1 V2n
e Soit n € N\ {0} Comme tk,n € ka, hn(tk,n) = T(Qk)QTn = 9ont1 (2k> = |Qkn |

e Soit t € R™. Alors d’apres la question 16, a partir d'un certain tang ng, pour tout n > ny, il
existe k,, € [[0,2n]], tel que : t € Ji,

Ainsi, h,(t) = hn(t, n) = k,n. De plus, k, —n  ~ tm — 400 d’apres la question 16, et donc

n—+4o0o
a partir d'un certain rang ny, k, —n > 1.

De méme, k, ~ n, donc & partir d'un certain rang ny, &2 <1 + % = %
n—-+00

e Ainsi, en posant ny = max(ng, ny,nz), pour tout n > ng,ona:n+ 1<k, < 37” + 1. On peut
donc appliquer la question 14 :



ki T =L (kn—n=1)(kn—n) ,biy

Qpn k:n

avec la majoration de by,, .

Or k, —n tend vers +o0o , donc 1 est négligeable devant k,, — n. Ainsi

t*n  —t?
=L(k,—n—1)(k,—n) ~ — = —— Par continuité de 'exponentielle,| lim e~ (kn=n=D)(kn=n) _ o=2°/2
" 2n 2 n—+o00
e De plus, k, ~n, donc lim — = 1.
n—+oo N
4,2 4 4
r*n k,—n—1 x
e De méme que pour le premier terme, (k, —n —1)* ~ donc ( ) ~— = 0
n—+oo 4 n3 4n n—+oo

Or, par majoration,
|bkn,n| < % (kn —-—n-— 1)4

Par encadrement, by, ,, tend vers 0 lorsque n — +00. On vient de montrer que| lim ——

1
e Or d’apres la question 7, lim a,, =

n—+4o00 \ 21 '

1 2
On obtient donc : |Vt > 0, lim h,(t) = et/

n——+o0o N 2T




